11.1 Definicoes e fatos uteis

Seja expressdo formal:

flx) = 0_20 +ng’1(ancosnx+bn sennx)

Questoes:

1) Como achar a, e b,?
2) Dada f, quando € possivel escreve-la da forma (11.1)?
3) Qual é tipo da convergéncia da (11.1)?

Fatos titeis:
I. a) Seja f uma fungdo par (f(x) = f(—x)), logo

/_LLf(x)dx = Z/OLf(x)dx.

b) Seja f uma fung¢do impar (f(x) = —f(—x)), logo

II. a) Portanto, como cos(nx) - sen(mx) é impar, temos

—L

/L cos(nx) - sen(mx)dx = 0.

(11.1)
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b)

/_LLcos(nx) -cos(mx)dx = {cos(mx) -cos(nx) = %[cos((m—}—n)x) —}—cos((n—m)x)]} =
= %/jrcos((m+n)x)dx+%/jrcos((m—n)x)dx:

1sen((m—n)x)

T

_ LIsen((m+n)x) 7 Y B R o m# n, _
2 nom - lx7r , m=n,
2 |-z
0, m#n,
=0+ 1
E(n—i—n):n, m=n.

C)

/.L sen(nx) - sen(mx)dx = {sen(mx) -sen(nx) = [cos(( n)x) —cos((m+ n)x)]} =

J-L
2/ cos((m—n)x)dx— %_cos(ner)) =
ls ((m n)x) |*
_ Lsen((m+n)x) 5 P 7 m#n,
= z =
2 n+m = K —n,
:0+{0, m# n,
T, m=n.

Resposta a Questio 1)
Achamos aj, e b, supondo que podemos integrar termo a termo em (11.1).

[owa=

ap |*

2|

a (o]
?0 + ng’l acos(nx) + by, sen(mx)} dx =

e T e T
+Z/ ancos(nx)dx+2/ bpsen(nx)dx =
T n=17—"7 n=17—"7
en(nx) |®
n

+0

= %"(n+n)+ Y a,”
n=1

=qaoT.

Portanto
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Agora

n=1

/jrf(x) cos(mx)dx = /—7:: l% cos(mx) + i ay cos(nx) cos(mx) + b, sen(mx) cos(mx) | dx =

T

= —cos mx)dx + Zan/ cos(nx) cos(mx)dx + Zb / sen(nx) cos(mx)dx =
n=

T

=0+ Z an/ cos(nx) cos(mx)dx+0 1) am - T.
n=1 -

Portanto |
am=— [ f(x)cos(mx)dx.
TJ)-nx
Semelhante
1 T
by =—[ f(x)sen(mx)dx.
TJ)-x

Definicdo 11.1.1 Seja f: [—7, ] — R uma fung@o. A série de Fourier de f é definida por

- 70 ; an cos(nx) + by sen(nx)],

onde

1 [~ L /=

aw=1 [ 1wan a=1 [ feosmds = [ rwsentm)as

nTJ)-x TJ)-rx

Obs) D Se f € par, temos
S[f] = %0 + Y a,cos(nx).
n=1

1
De fato, b, = p= J7 . £(x) sen(nx)dx = 0, pois neste caso f(x)sen(nx) € impar.

2) Se f é impar, temos

=Y bysen(nx).
n=1

1
De fato, a, = p J™ . £(x) cos(nx)dx = 0, pois neste caso f(x) cos(nx) € impar.

Obs ) Podemos introduzir a série de Fourier para a fung¢@o f definida no intervalo arbitrério

Lx
simétrico [—L,L|. Definimos g(x) = f (?) logo a fungd@o g(x) estd definida no
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intervalo [—, ]. Portanto

y==4
1 /7 1 [ Lx T’
ao—%/ g(x)dx:E f(?)dx: x=, =
- - dx=Tdy
1 /L T 1 L
. -—d:—/ dy.
[t Tay=1 [ 10y
Similarmente

a = 1/7r g(x)cos(nx)dx = l/L f(y)cos ?dy

"TT -L
% ./_”g(x) sen(nx)dx = %./_Lf(y) sen ?dy.

assim,
_ _ a0 | v wny nny
Slg(x)] =S[f(y)] = > +nz::1 [ancos—L —i—b,,sen—L ]

Ultima soma ¢ dita a soma de Fourier da fungdo f definida no intervalo [—L,L].

11.2 Aplicacdo das séries de Fourier

Seja uma barra sélida (veja Figura 11.1) condutora de calor. Seja u(x,z) temperatura da barra no
ponto x no momento de tempo ¢. Entdo a equacdo do calor é

Cuge=w, 0<x<L, t>0, (11.2)
onde o = const é difusividade térmica.
Suponha que a solu¢do da equacdo (11.2) satisfaz as condigdes
u(x,0)=f(x), 0<x<IL, (11.3)
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (11.4)

Hipotese: Suponha que u(x,7) = X(x)T(z), ou seja u(x,r) admite separa¢do das varidveis.
Assim,
uee = X"(X)T(t), u =T'(t)X(x).
Entdo, equagdo (11.2) implica que
X/l 1 T/

21 !
o X'T=XT <= = ——.
X a’ T
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x=[

ZWO/ 30[210[:0‘,.‘75//',@/‘(0)@/4 /empm. :
Yute dq sesdo do bowa,

no pouto y, no fustaute ¥/ |
L&nL/)O »(o

Figure 11.1: Interpretacdo fisica da equacdo de calor

" !

O termo X depende apenas de x e o termo 2T depende apenas de 7. Assim eles sdo iguais a uma

constante denotada por —A. Portanto

T'+o’AT =0 (1)

{ X"+AX =0
1) A equagio X" + AX = 0 tem solugdo geral
X = ¢ cos(VAx) + casen(VAx).

Entdo (11.4) implica que

u(0,t) =X(0)T(t) =0 X(0)=0 X(0)=c=0
{ w(Lt) =X(L)T(1) =0 { X(L) =0 ~ { X(L) :c;sen(ﬂL) =0
Logo VAL = 7 -n. Como n > 1, obtemos
T-n\?2
r= ()

onde d,, € uma constante.
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2) O sistema (11.5) implica

‘n- 2
(e

ou seja
_ ( mna
Yh:::jh'e ( L )’
onde f;, é uma constante. Portanto obtemos as solucdes fundamentais

2
up(x,t) = e_(%) ".sen ?

Agora devemos satisfazer condigdo (11.3): u(x,0) = f(x), 0<x<L.
A solugdo geral da (11.2) tem forma

nx

o = 2
u(x,t) =Y up(xt) =Y, cne_(ﬂz*a) '-senT.
n=1 n=1

Pelo (11.3) temos que

u(x,0) = icnsen% = f(x).
n=1

Portanto L
T
=7 /_Lf(x) sen %dx.

Obs Seja o2 uy = u;, com
u(0,1) =uy(L,t) =0, t>0.
u(x,0) = f(x), 0<x<L.

Assim,

onde

Obs ) Seja equacdo de onda a*uy = uy; (veja Figura 11.2). Suponha que a solugdo satisfaz
as condi¢des

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

u(x,0) = f(x),
u(x,0) =0, 0<x<L.
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Figure 11.2: Interpretacao fisica da equacdo de onda

Supondo u(x,t) = X (x)T (), obtemos

- t
t)= Z Cnlty (x,1) Z Cn sen e nza

onde -
14
=7 _Lf(x) sen %dx.



